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成都石室中学 2023-2024 年度下期高 2024 届入学考试理科答案 

 
一、 选择题（本题共 12道小题，每小题 5分，共 60分） 

1．已知全集U R= ，能表示集合 2{ | 3 0}A x N x x=  − „ 与 {1B = ，2}关系的Venn图是 (   )  

A． B． C． D．  

【解答】解：全集U R= ，集合 2{ | 3 0} { | 0 3} {0A x N x x x N x=  − =  =剟 ? ，1，2,3}， {1B = ， 2}， 

B A Ü ，能表示集合 2{ | 3 0}A x N x x=  − „ ， {1B = ， 2}关系的Venn图是B． 

故选：B． 

2.已知向量 ( 1,2)a = − ， (3,2)b = ，则 a b+ 在 a b− 方向上投影为 (   )  

A． 4  B． 2−  C． 2  D． 4−  

解：由 (2,4)a b+ = ， ( 4,0)a b− = − ， 

则 a b+ 在 a b− 方向上的投影向量为： 

2 2( ) ( )

| | | |

a b a b a b

a b a b

−  + −
=

− −

8

4

−
= 2= − ．故选：B． 

3．5G技术在我国已经进入高速发展的阶段，5G手机的销量也逐渐上升，某手机商城统计了最近 5 个月手机的实

际销量，如表所示： 

时间 x  1 2 3 4 5 

销售量 y （千

只） 

0.5 0.8 1.0 1.2 1.5 

若 y 与 x 线性相关，且线性回归方程为 ˆ ˆ0.24y x a= + ，则下列说法不正确的是 (   )  

A．由题中数据可知，变量 y 与 x 正相关，且相关系数 1r    

B．线性回归方程 ˆ ˆ0.24y x a= + 中 ˆ 0.26a =   

C．残差 ˆ ( 1,2,3,4,5)ie i = 的最大值与最小值之和为 0  

D．可以预测 6x = 时该商场5G手机销量约为 1.72（千只） 

【解答】解：从数据看 y 随 x 的增加而增加，故变量 y 与 x 正相关，由于各增量并不相等，故相关系数 1r  ，故 A

正确； 

由已知数据易得 3, 1x y= = ，代入 ˆ ˆ0.24y x a= + 中得到 ˆ 1 3 0.24 1 0.72 0.28a = −  = − = ，故B错误； 
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ˆ 0.24 0.28y x= + ， 1
ˆ 0.24 0.28 0.52y = + = ， 2

ˆ 0.24 2 0.28 0.76y =  + = ， 

3
ˆ 0.24 3 0.28 1.00y =  + = ， 4

ˆ 0.24 4 0.28 1.24y =  + = ， 5
ˆ 0.24 5 0.28 1.48y =  + = ， 

1̂ 0.5 0.52 0.02e = − = − ， 2
ˆ 0.8 0.76 0.04e = − = ， 3̂ 1 1 0e = − = ， 4

ˆ 1.2 1.24 0.04e = − = − ， 5̂ 1.5 1.48 0.02e = − = ， 

残差 ˆ ( 1,2,3,4,5)ie i = 的最大值 2
ˆ 0.04e = 与最小值 4

ˆ 0.04e = − 之和为 0，故C 正确； 

6x = 时该商场5G手机销量约为 ˆ 0.24 6 0.28 1.72y =  + = ，故 D正确． 

故选：B． 

4．方程
2 2

1
3 1

x y

m m
+ =

+ −
表示双曲线的必要不充分条件可以是 (   )  

A． ( 3,1)m −
 
B． ( 3m − ， 1) ( 1− − ，1)  C． ( 3, )m − + D． ( 3, 1)m − −  

【解答】解：若方程
2 2

1
3 1

x y

m m
+ =

+ −
表示双曲线， 

则 ( 3)( 1) 0m m+ −  ，解得： 3 1m−   ， 

则：方程
2 2

1
3 1

x y

m m
+ =

+ −
表示双曲线的必要不充分条件所对应的集合必须真包含{ |: 3 1m m−   ， 

选项故选：C ． 

5．执行如图所示的程序框图，若依次输入
ln2

2
m = ，

ln3

3
n = ，

ln5

5
p = ，则输出的结果为 (   )  

A．
ln 2

2        
B．

ln3

3
   C．

ln5

5
 D．以上都不对 

【解答】解：根据题意，该流程图的作用是求出m 、 n 、 p 中的最小数， 

： 5 2 5 2 2 5
2 5 2 5 5 2 2 5

2 5

ln ln
ln ln ln ln       ． 

2 3 2 3 3 2
3 2 3 2 2 3 3 2

3 2

ln ln
ln ln ln ln       ， 

c a b   ．故选：C ． 

6．在 ABC 中，角 A、B、C 的对边分别为 a 、b 、c ，且 ABC 的面积 3ABCS = ，

2 2 23
( )

4
ABCS a c b = + − ，则 AB BC =  

A． 3   B． 3−   C．2   D． 2−  

【解答】解： ABC 的面积
1

3 sin
2

ABCS ac B = = ，可得： sin 2 3ac B = ， 

2 2 23 1
( ) sin

4 2
a c b ac B+ − =

     

sin
tan 3

cos

B
B

B
 = =

   3
B


 =

   
4ac =  

又 cos( )AB BC ac B= − 2= − 故选：D． 

7. 设等差数列的前 n 项和为 nS ，已知 6 36S = ， 6 144nS − = ， 324nS = ，则 n 的值为 (   )  
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A．15 B．16 C．17 D．18 

【解答】解：因为等差数列中， 6 1 2 3 4 5 6 36S a a a a a a= + + + + + = ， 6 144nS − = ， 324nS = ， 

则 6 1 2 3 4 5 180n n n n n n n nS S a a a a a a− − − − − −− = + + + + + = ， 

两式相加得， 16( ) 216na a+ = ，即 1 36na a+ = ， 

因为 1( )
18 324

2

n
n

n a a
S n

+
= = = ，所以 18n = ．故选：D． 

8．如图是某四棱锥的三视图，则该四棱锥的高为 (   )  

A．1 B．2 C．
2 5

5
 D．

4 5

5
 

【解答】解：由题意几何体是四棱锥P ABCD− ，过P作PE AD⊥ 于 E， 

在正方体中有CD⊥平面PAD，所以CD PE⊥ ， 

又因为 AD CD D= ，所以PE ⊥平面 ABCD， 

所以四棱锥的高为PE ， 

在 PAD 中， 2PA= ， 5PD = ， 5AD = ， 

故
2 2 2 3

cos
2 5

AD PD AP
ADP

AD PD

+ −
 = =


， 

2 4
sin 1

5
ADP cos ADP  = −  = ， 

故
1 1 4

5 5 5
2 2 5

ADPS PE =  =    ，解得
4 5

5
PE = ． 

所以该四棱锥的高为：
4 5

5
． 

故选：D． 

 

 

9．抛物线 2 4x y= 的焦点为F ，准线为 l ，A，B是抛物线上的两个动点，且满足 AF BF⊥ ，P为线段 AB的中点，

设 P在 l 上的射影为Q，则
| |

| |

PQ

AB
的最大值是 (   )  

A．
2

3
 B．

3

3
 C．

2

2
 D．

3

2  
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【解答】解：设 | |AF a= ， | |BF b= ， A，B在 l 上的射影分别为M ， N ，则 | | | |AF AM= ， | | | |BF BN= ， 

故
| | | |

| |
2 2

AM BN a b
PQ

+ +
= = ． 

又 AF BF⊥ ，所以 2 2 2 2| | | | | |AB AF BF a b= + = + ， 

因为
2 2

2 2 2 2 ( ) ( )
( ) 2 ( )

2 2

a b a b
a b a b ab a b

+ +
+ = + − + − =… ， 

所以 2 2 2( )

2

a b
a b

+
+ … ， 

当且仅当 a b= 时等号成立， 

故
2 2

| | 2

| | 22( )2
2

2

PQ a b a b

AB a ba b

+ +
= =

++


„ ． 

故选：C ． 

 

10．
 
如图，正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 的棱长为 1，线段 1CD 上有两个动点E，F ，且

1

2
EF = ，点P，Q分别为 1 1A B ，

1BB 的中点，G 在侧面 1 1CDD C 上运动，且满足 1 / /B G 平面 1CD PQ ，以下命题错误的是 (  )
 

A． 1AB EF⊥   

B．多面体 1AEFB 的体积为定值  

C．侧面 1 1CDD C 上存在点G ，使得 1 1B G CD⊥   

D．直线 1B G与直线 BC所成的角可能为
6


 

解：对于 A，正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1 1AB A B⊥ ， 1 1/ /A B CD ，E、F 是线段 1CD 上有两个动点， 1AB EF ⊥ ，

故 A正确； 

对于B，
1

2
EF = ， 1B 到 EF 的距离为定值，

1B EFS 是定值， 

点 A到平面 1B EF 的距离为定值，多面体 1AEFB 的体积为定值，故B正确； 
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对于C ， 1 1 1B C B D= ，当G 为 1CD 中点时， 1 1B G CD⊥ ，故C 正确； 

对于D，取 1 1C D 中点M ， 1CC 中点 N ，当G 与M 或 N 重合时， 

 

直线 1B G与直线 BC所成的角 1 1MB C 最大， 

1 1

1 3
tan tan

2 3 6
MB C


 =  = ，故D错误． 

故选：D． 

 

11．已知直线 1 : 4 0l x y+ − = 与圆心为 (0,1)M 且半径为 3 的圆相交于 A，B两点，直线 2 : 2 2 3 5 0l mx y m+ − − = 与圆

M 交于C ， D两点，则四边形 ACBD的面积的值最大是 (   )  

A．9 3  B．9 2  C．6 2  D．9( 2 1)+  

【解答】解：根据题意，圆M 的圆心为 (0,1)M 且半径为 3，则圆M 的方程为 2 2( 1) 9x y+ − = ，即 2 2 2 8 0x y y+ − − = ， 

直线 1 : 4 0l x y+ − = 与圆M 相交于 A，B两点， 

则有
2 2 2 8 0

4 0

x y y

x y

 + − − =


+ − =
，解可得：

3

1

x

y

=


=
或

0

4

x

y

=


=
，即 A、 B的坐标为 (3,1) ， (0,4)， 

则 | | 9 9 3 2AB = + = ，且 AB的中点为
3

(
2
，

5
)

2
， 

直线 2 : 2 2 3 5 0l mx y m+ − − = ，变形可得 (2 3) 2 5 0m x y− + − = ，直线 2l 恒过定点
3

(
2
，

5
)

2
， 

设
3

(
2

N ，
5

)
2

， 

当CD与 AB垂直时，四边形 ACBD的面积最大， 

此时CD的方程为
5 3

2 2
y x− = − ，变形可得 1y x= + ，经过点 (0,1)M ， 

则此时 | | 6CD = ， 

故 ACBD
S四边形 的最大值

1
6 3 2 9 2

2
ACB ADBS S = + =   = ， 

故 9 2
ACBD

S四边形 „ ，故选：B．
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12．已知函数 ( )
π

sin ( 0)
4

f x x 
 

= +  
 

在区间 0,π 上有且仅有 4 个极值点，给出下列四个结论： 

① ( )f x 在区间 ( )0,π 上有且仅有 3 个不同的零点；② ( )f x 的最小正周期可能是
π

2
； 

③的取值范围是
13 17

,
4 4

 
  

；④ ( )f x 在区间
π π

,
23 19

 
 
 

上单调递增. 

其中正确结论的个数为（    ） 

A．1 B．2 C．3 D．4 

12．C【分析】令 π
2

π π

4
x k + = + ， Zk ，则

4

4

π πk
x



+
= , Zk ，结合条件可得

π 4 π
0 π

4

k



+
  有 4 个整数 k 符合

题意，可求出的取值范围，再利用三角函数图象性质逐项分析即可得出结论. 

【详解】由函数 ( )
π

sin ( 0)
4

f x x 
 

= +  
 

， 

令 π
2

π π

4
x k + = + ， Zk 可得

4

4

π πk
x



+
= ， Zk ， 

因为 ( )f x 在区间[0, ] 上有且仅有 4 个极值点，即可得
π 4 π

0 π
4

k



+
  有且仅有 4 个整数 k 符合题意， 

解得
1 4

0 1
4

k



+
  ，即0 1 4 4k  +  ，可得 0,1,2,3k = ， 

即1 4 3 4 1 4 4+    +  ，解得
13 17

,
4 4


 

 
 

，即③正确； 

对于①，当 ( )0,πx 时，
π π π

, π
4 4 4

x 
 

+  + 
 

，即可得
π 7π 9π

π ,
4 2 2


 

+  
 

， 

显然当
π 7π

π ,4π
4 2


 

+  
 

时， ( )f x 在区间 ( )0,π 上有且仅有 3 个不同的零点； 

当
π 9π

π 4π,
4 2


 

+  
 

时， ( )f x 在区间 ( )0,π 上有且仅有 4 个不同的零点；即①错误； 

对于②， ( )f x 的最小正周期为
2π 8π 8π

,
17 13

T


 
=  

 
，易知

π 8π 8π
,

2 17 13

 
 
 

， 

所以 ( )f x 的最小正周期可能是
π

2
，即②正确； 

对于④，当
π π

,
23 19

x
 

 
 

时，
π π π π π

,
4 23 4 19 4

x  
 

+  + + 
 

； 

由
13 17

,
4 4


 

 
 

可知
π π π π 9π 9π

, ,
23 4 19 4 23 19

 
   

+ +    
   

， 

由三角函数图象性质可知 ( )f x 在区间
π π

,
23 19

 
 
 

上单调递增，即④正确； 

即可得②③④正确.故选：C 

第Ⅱ卷（共 90 分） 

二、填空题（本题共 4道小题，每小题 5分，共 20分） 

13．若 ( )2 i 3iz−  = ，则 z 的共轭复数为_________ 
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【详解】依题意，
3i -3+6i

2 i 5
z = =

−
 

所以 z 的共轭复数为
-3-6i

5
. 

14．在 ( )( )
3

1 1x x x+ − 的展开式中，含 2x 的项的系数是__________ .（用数字作答） 

【详解】 ( )
3

-1x 展开式的通项为 ( )3

1 3C -1
rr r

rT x −

+ =   ，其中常数项为 4 -1T = ，含 x的项为
2

3 3C 3T x x=  = ， 

又因为 ( )( )
3

1 1x x x+ − ( )( )
32 + -1x x x= ，所以原展开式中含 2x 的项的系数为： ( )1 -1 1 3 2 +  = ， 

故答案为：2 . 

15.已知 ABC为等腰三角形，其中 AB AC= ，点 D为边 AC上一点，
1

cos
3

B = .以点 B、D为焦点的椭圆 E经过点

A与 C，则椭圆 E的离心率的值为      . 

详解】  

连接点A与BC中点M ，即有BM CM= ，由 AB AC= ，故 AM BC⊥ ， 

由
1

cos
3

ABC = ，则
1

3
BM AB= ，即

2

3
BC AB= ， 

由椭圆定义可得 2AB AD a+ = 、 2BC CA a+ = ， 

故
8

4
3

AB AD BC CA AB AC BC AB a+ + + = + + = = ， 

即
3

2
AB a= ，则BC a= 、 2CD a a a= − = ， 

由 AB AC= 故
1

cos cos
3

BCA ABC =  = ， 

则
2 2 24 1

cos
2 3

a a c
BCA

a a

+ −
 = =


，即

2 2
2

2

2 4 1
1 2

2 3

a c
e

a

−
= − = ， 

解得
3

3
e = （负值舍去）.故答案为：

3

3
. 

16.若函数 ( ) ( )0, 1xf x a a a=   与 ( ) 2g x x= 的图像在实数集R 上有且只有 3 个交点，则实数a的取值范围为 

__________         . 

【详解】即 2xa x= 仅有 3 个解， 

0x = 显然不是该方程的解，则 2ln lnxa x= ，即
2ln

ln
x

a
x

= 仅有 3 个解， 
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设
2ln

( ) ,( 0)
x

h x x
x

=  ，定义域关于原点对称，且满足
2ln

( ) ( )
x

h x h x
x

− = = −
−

。 

即 ( )h x 为奇函数， 

考虑 0x  时的情况，
2ln

( )
x

h x
x

= ，
2

2(1 ln )
( )

x
h x

x

−
 = ， 

当0 ex  时， ( ) 0h x  ，即 ( )h x 在 (0,e)上单调递增， 

当 ex 时， ( ) 0h x  ，即 ( )h x 在 (e,+ ) 上单调递减， 

则函数极大值为
2

(e)
e

h = ，且当0 1x  时， ( ) 0h x  ；当 1x  时， ( ) 0h x  ； 

结合函数 ( )h x 为奇函数，即可作出函数 ( )h x 的图象如图示： 

 

由于
2ln

ln
x

a
x

= 仅有 3 个解，故 lny a= 与函数
2ln

( )
x

h x
x

= 的图象仅有 3 个交点， 

结合图象可得
2

0 ln
e

a  或
2

ln 0
e

a−   ， 

即
2

e1 ea  或
2

-
ee 1a  ， 

故答案为：
2

e1 ea  或
2

-
ee 1a   

三、解答题（本题共 6道小题，共 70分） 

17.已知数列{ }na 的首项为 1 1a = ，且满足 1 ( 1)n nna n a+ = + ，数列{ }nb 满足
3

1

1
nb

n
=

−
． 

（Ⅰ）求{ }na 的通项公式； 

（Ⅱ）设数列
2 na

nb

 
 
 

的前 n 项和为 nT ，求 nT ． 

【解答】解：（1）证明： 1 ( 1)n nna n a+ = + ， 

 1 1n

n

a n

a n

+ +
= ，

1

( 2)
1

n

n

a n
n

a n−

=
−

… ， 

 1 3 2
1

1 2 2 1

1 4 3 2
( 2)

1 2 3 2 1

n n
n

n n

a a a a n n
a a n n

a a a a n n

−

− −

−
=      =      =

− −
… ， 

当 1n = 时，上式成立， 


*( )na n n N=  ，

1

3 1
nb

n
=

−
；………………………………………5 分 
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（2）由（1）得
2

2 (3 1)
na

n

n

n
b

=  − ， 


1 2 3 12 2 5 2 8 2 (3 4) 2 (3 1) 2n n

nT n n−=  +  +  + + −  + −  ①， 


2 3 4 12 2 2 5 2 8 2 (3 4) 2 (3 1) 2n n

nT n n +=  +  +  + + −  + −  ②， 

① −②得，
2 1

2 3 4 1 1 12 (1 2 )
4 3 (2 2 2 2 ) (3 1) 2 4 3 (3 1) 2 8 (3 4) 2

1 2

n
n n n n

nT n n n
−

+ + + −
− = +  + + + + − −  = +  − −  = − − − 

−
， 


18 (3 4) 2n

nT n += + −  ．……………………………………….12 分 

18.某企业有甲、乙、丙三个部门，其员工人数分别为 6，9，12，员工 A隶属于甲部门．现在医务室通过血检进行一

种流行疾病的检查，已知该种疾病随机抽取一人血检呈阳性的概率为
1

2
，且每个人血检是否呈阳性相互独立． 

（Ⅰ）现采用分层抽样的方法从中抽取 9 人进行前期调查，求从甲、乙、丙三个部门的员工中分别抽取多少人，并

求员工 A被抽到的概率； 

（Ⅱ）将甲部门的 6 名员工随机平均分成 2 组，先将每组的血样混在一起化验，若结果呈阴性，则可断定本组血样

全部为阴性，不必再化验；若结果呈阳性，则本组中至少有一人呈阳性，再逐个化验．记 X 为甲部门此次检查中血

样化验的总次数，求 X 的分布列和期望． 

【解答】解：（1）由题意知，甲、乙、丙三个部门的员工人数之比为6:9:12 2:3:4= ， 

所以分层抽样抽取的 9 人中，甲、乙、丙三个部门的员工人数分别为 2 人，3 人，4 人， 

记事件M 为“员工 A被抽到”，则 P（A）
2 1

6 3
= = ．………………………………….4 分 

（2）甲部门的 6 名员工随机平均分成 2 组，每组 3 人， 

记“每组血样化验结果呈阴性”为事件B，则P（B） 31 1
(1 )

2 8
= − = ， 

所以 X 的所有可能取值为 2，5，8， 

( 2) (P X P= = （B） 2 1
)

64
= ， 

1

2( 5) ( )P X C P B P= =  （B）
1 1 14 7

2 (1 )
8 8 64 32

=  −  = = ， 

2 2 2

2

1 49
( 8) ( ( )) (1 )

8 64
P X C P B= = = − = ，……………………………………….8 分 

所以 X 的分布列如下， 

X  2 5 8 

P  1

64
 

7

32
 

49

64
 

所以数学期望
1 7 49 29

( ) 2 5 8
64 32 64 4

E X =  +  +  = ．……………………………………….12 分 
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19．如图，已知梯形CDEF 与 ADE 所在平面垂直，AD DE⊥ ，CD DE⊥ ， / / / /AB CD EF， 2 8AE DE= = ， 3AB = ，

9EF = ． 12CD= ，连接 BC， BF ． 

（Ⅰ）若G 为 AD边上一点，
1

3
DG DA= ，求证： / /EG 平面 BCF ； 

（Ⅱ）求二面角E BF C− − 的余弦值． 

【解答】证明：（Ⅰ） 梯形CDEF 与 ADE 所在平面垂直， AD DE⊥ ，CD DE⊥ ，

/ / / /AB CD EF， 

以 D为原点，DC为 x 轴，DE 为 y 轴，DA为 z 轴，建立空间直角坐标系， 

2 8AE DE= = ， 3AB = ， 9EF = ． 12CD= ，连接BC， BF ．G 为 AD边上一点，
1

3
DG DA= ， 

(0E ，4，0) ， (0G ，0，
4 3

)
3

， (3B ，0， 4 3)， (12C ，0，0) ， (9F ，4，0) ， 

(9BC = ，0， 4 3)− ， (6BF = ，4， 4 3)− ， (0EG = ， 4− ，
4 3

)
3

， 

设平面 BCF 的法向量 (n x= ， y ， )z ， 

则
9 4 3 0

6 4 4 3 0

n BC x z

n BF x y z

 = − =


= + − =

，取 3 3z = ，得 (4n = ，3，3 3)， 

12 12 0EG n = − + = ， EG 平面 BCF ， 

/ /EG 平面 BCF ．……………………………………….5 分 

解：（Ⅱ） (3EB = ， 4− ， 4 3)， (9EF = ，0，0) ， 

设平面 BEF的法向量 (m a= ，b ， )c ， 

则
3 4 4 3 0

9 0

m EB a b c

m EF a

 = − + =


= =

，取 1c = ， (0m = ， 3 ，1) ， 

平面 BFC 的法向量 (4n = ，3，3 3)， 

设二面角 E BF C− − 的平面角为 ， 

则
| | 6 3 3 39

cos
| | | | 262 52

m n

m n
 = = = ．……………………………………….10 分 

由图知二面角E BF C− − 的平面角为钝角， 

二面角 E BF C− − 的余弦值为
3 39

26
− ．……………………………………….12 分 
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20．已知椭圆 ( )
2 2

2 2
: 1 0
x y

E a b
a b

+ =   的离心率为
2

2
，焦距为2，过E的左焦点F 的直线 l 与E相交于A、 B两

点，与直线 2x = − 相交于点M ． 

（Ⅰ）若 ( )2, 1M − − ，求证： MA BF MB AF =  ； 

（Ⅱ）过点F 作直线 l 的垂线m与E相交于C 、D两点，与直线 2x = − 相交于点N ．求
1 1 1 1

MA MB NC ND
+ + + 的

最大值． 

【详解】（1）证明：设 ( )1 ,0F c− 、 ( )2 ,0F c ，因为椭圆E的焦距为2，所以2 2c = ，解得 1c = ． 

又因为椭圆E的离心率
2

2

c
e

a
= = ，所以 2a = ，所以 2 2 2 2 1 1b a c= − = − = ， 

所以椭圆E的方程为
2

2 1
2

x
y+ = .  

因为直线 l 经过 ( )2, 1M − − 、 ( )1,0F − ， ( )
1 0

1
2 1

MFk
− −

= =
− − −

， 

所以，直线 l 的方程为 1y x= + ， 

设点 ( )1 1,A x y 、 ( )2 2,B x y ，联立 2 2

1

2 2

y x

x y

= +


+ =
可得 23 4 0x x+ = ， 

由 23 4 0x x+ = ，得 1

4

3
x = − ， 2 0x = .        ……………………………………………………………………….2 分 

所以 1 2

2 4
2 2 2 1 2 1

3 3
MA BF x x = +  + =   = ， 

2 1

1 4
2 2 2 1 2 2

3 3
MB AF x x = +  + =   = ， 

因此， MA BF MB AF =  .……………………………………………………………………….5 分 

 

（2）证明：若直线 l 、m中两条直线分别与两条坐标轴垂直，则其中有一条必与直线 2x = − 平行，不合乎题意， 

所以，直线 l 的斜率存在且不为零，设直线 l 方程为 ( )1y k x= + ， 

则直线m方程为 ( )
1

1y x
k

= − + ，其中 0k  ． 

联立
( )

2 2

1

2 2

y k x

x y

 = +


+ =
可得 ( )2 2 2 21 2 4 2 2 0k x k x k+ + + − = ， 
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设 ( )1 1 1,A x y 、 ( )2 2,B x y ，则 ( )( ) ( )4 2 2 216 8 2 1 1 8 1 0k k k k = − + − = +  ， 

由韦达定理可得
2

1 2 2

4

2 1

k
x x

k
+ = −

+
，

2

1 2 2

2 2

2 1

k
x x

k

−
=

+
，………………………………………………………….6 分 

易知 1 2x − 且 2 2x − ，将 2x = − 代入直线 l 的方程可得 y k= − ，即点 ( )2,M k− − ， 

所以 2 2

1 2

1 11 1

1 2 1 2MA MB k x k x
+ = +

+ + + +
 

( ) ( )
1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

41 11 1
2 2 2 41 1

x x

x x x x x xk k

+ +
= + = 

+ + + + ++ +
 

2

22

2 2 22 2 2

2 2

4 4
1 1 4 41 2

2 2 8 2 21 1 14
1 2 1 2

2
k

kk

k k kk k k
k k

− +
++=  =  =

− − ++ + ++ +
+ +

，……………………………………………………….8 分 

同理可得
( )

2 2

1

1

1 22

1
1

k

kC N

k

N D
= =

+
+ −

+
，…………………………………………………….9 分 

所以
( ) 2

22

1 21 2 1 1 2 221 1
11

1
1

k k k

kk k
k

MA MB NC ND

+ + +
= = +

+
+ =

+ +
+ +

 

2
2 1 2 2

1
2 k

k

 + =


，……………………………………………….11 分 

当且仅当 1k = 时，等号成立， 

因此，
1 1 1 1

MA MB NC ND
+ + + 的最大值为2 2 .……………………………………………….12 分 

21．已知函数 ( ) ( ) ( )2 1, lnf x x ax g x x a a R= − + = +  . 

（Ⅰ）若 ( ) ( )1,a f x g x=  在区间 ( )0,t 上恒成立，求实数 t的取值范围； 

（Ⅱ）若函数 ( )f x 和 ( )g x 有公切线，求实数a的取值范围. 

【详解】（1）由题意，当 1a = 时，设 ( ) ( ) ( )h x f x g x= − ， 

则 ( ) 2 21 ln 1 1ln ( 0)h x x x x x x x x= − + − − = − −  ， 

( )
( )( )2 2 1 11 2 1

2 1
x xx x

h x x
x x x

+ −− −
= = − − = ，……………………………….1 分 

令 ( ) 0h x = ，得 1x = （舍负） 

( )h x 在 ( )0,1 上单调递减，在 ( )1,+ 上单调递增， 

( )min( ) 1 0h x h = = .……………………………….2 分 

根据题意 t的取值范围为 ( 0,1 .……………………………….4 分 
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（2）设函数 ( )f x 在点 ( )( )1 1,x f x 处与函数 ( )g x 在点 ( )( )2 2,x g x 处有相同的切线， 

则 ( ) ( )
( ) ( ) 2

1 2 1 1 2
1 2 1

1 2 2 1 2

1 ln1
, 2

f x g x x ax x a
f x g x x a

x x x x x

− − + − −
= =  − = =

− −
 ， 

1

2

1

2 2

a
x

x
 = + ，代入

21 2
1 1 2

2

1 ln
x x

x ax x a
x

−
= − + − −  

得
2

22

2 2

1
ln 2 0

4 2 4

a a
x a

x x
+ + + + − = . 

问题转化为：关于 x的方程
2

2

1
ln 2 0

4 2 4

a a
x a

x x
+ + + + − = 有解，……………………………….6 分 

设 ( )
2

2

1
ln 2( 0)

4 2 4

a a
F x x a x

x x
= + + + + −  ，则函数 ( )F x 有零点， 

( )
2

1 1
ln 2

4
F x a x a

x

 
= + + + − 

 
，当 2 ax e −= 时， 

( )2ln 2 0, e 0ax a F −+ − =   . 

问题转化为： ( )F x 的最小值小于或等于 0.………………………………7 分 

( )
2

3 2 3

1 1 2 1

2 2 2

a x ax
F x

x x x x

− −
= − − + = ， 

设 ( )2

0 0 02 1 0 0x ax x− − =  ，则 

当 00 x x  时， ( ) 0F x  ，当 0x x 时， ( ) 0F x  . 

( )F x 在 ( )00, x 上单调递减，在 ( )0 ,x + 上单调递增， 

( )F x 的最小值为 ( )
2

0 02

0 0

1
ln 2

4 2 4

a a
F x x a

x x
= + + + + − .……………………………9 分 

由
2

0 02 1 0x ax− − = 知 0

0

1
2a x

x
= − ， 

故 ( ) 2

0 0 0 0

0

1
2 ln 2F x x x x

x
= + − + − . 

设 ( ) 2 1
2 ln 2( 0)x x x x x

x
 = + − + −  ， 

则 ( ) 2

1 1
2 2 0x x

x x
 = + + +  ， 

故 ( )x 在 ( )0, + 上单调递增， 

( )1 0, = 当 ( 0,1x 时， ( ) 0x  ， 

( )F x 的最小值 ( )0 0F x  等价于 00 1x  .……………………………11 分 
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又 函数
1

2y x
x

= − 在 ( 0,1 上单调递增， 

( 0

0

1
2 ,1a x

x
 = −  − .…………………………12 分 

22．在直角坐标系 xOy中，曲线C 的参数方程为

2

2

2

2(1 )

1

2 3

1

t
x

t

t
y

t

 −
=

 +

 =
 +

（t为参数）以坐标原点O为极点， x轴的正半轴为

极轴建立极坐标系，直线 l的极坐标方程 3 cos sin 3 0   − − = . 

（Ⅰ）求C 和 l 的直角坐标方程； 

（Ⅱ）  )0,2  ，直线 l与 C 交于 MN 两点，求 ,M N 两点的极坐标 

【详解】（1）方法一：曲线C :由题意得
2

4
2

1
x

t
= − +

+
，即 2

4 2
2 ,

1 23

y
x t

t x
+ =  = 

+ +
， 

然后代入
2

4
2

1
x

t
+ =

+
，即可得到曲线 C 的普通方程 ( )

2 2

1 2
4 3

x y
x+ =  − ，       ………………3 分 

备注：若没有扣点，则扣 1 分 

而直线 l ，将 cos , sinx y   = = 代入其极坐标方程即可得其直角坐标方程 3 3 0x y− − = . 

………………2 分 

方法二：因为
( )

( ) ( ) ( )

2
2 2 2 4 2

2 2

2 2 2
2 2 2

12 1 48 1 2 4
3 4 12 12

1 1 1

t t t t t
x y

t t t

− − + +
+ = + =  =

+ + +
， 

所以 C 的普通方程为 ( )
2 2

1 2
4 3

x y
x+ =  − ，直线 l 的直角坐标方程为： 3 3 0x y− − = ； 

方法三：由万能公式：

2

2 2

2tan 1 2tan
2 2sin ,cos

1 tan 1 tan
2 2

 

 
 

−
= =

+ +
， 

令
2tan

2
t


= ，则有 2cos , 3sinx y = = ， 

由椭圆的常用参数方程可得： ( )
2 2

1 2
4 3

x y
x+ =  − ， 

直线 l 的方程为： 3 3 0x y− − = . 

（2）设 ( ) ( )1 1 2 2, , ,M x y N x y ，联立

2 23 4 12 0

3( 1)

x y

y x

 + − =


= −
得 25 2 3 9 0y y+ − = . 

解得
1 2

3 3
3

5
y y= − =， ，M 点的坐标为 ( )0, 3− ， N 点的坐标为

8 3 3
,

5 5

 
  
 

………………6 分 
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所以M 点的极坐标为
3

3,
2

 
 
 

，………………8 分 

N 点的极径为
91

5
………………10 分 

23.已知函数 ( ) 2 3 2 2f x x x= + + − ， ( ) sin 2g x x= ． 

（Ⅰ）求函数 ( ) ( )f x g x+ 的最小值； 

（Ⅱ）设 , ( 1,1)a b − ，求证： 2 1 1 2 2 2a b ab+ − −  + ． 

【详解】（1）由题设 ( )

3
4 1,

2

3
5, 1

2

4 1, 1

x x

f x x

x x


− −  −



= −  


+ 



，………………2 分 

而 ( ) sin 2g x x= 在
3

( , ]
2

− − 、
3

( ,1]
2

− 、 (1, )+ 上均能取到最小值 1− ，………………3 分 

对于 ( )f x 在
3

( , ]
2

− − 上递减，
3

( ,1]
2

− 上为常数， (1, )+ 上递增，且连续， 

所以 ( ) ( )f x g x+ 的最小值在
3

( ,1]
2

− 上取得，即
π

4
x = − 时，最小值为4 .………………5 分 

（2）由 2 1 1 2 2 1 1 2 2 | |a b a b a b+ − −  + − + = + ，仅当 (2 1)(1 2 ) 0a b+ −  取等号，.………………7 分 

要证 2 1 1 2 2 2a b ab+ − −  + ，即证 | | 1a b ab+  + ，则 2 2( ) ( 1)a b ab+  + ， 

需证 2 2 2 2 2( ) 1 ( 1)( 1) 0ab a b a b− − + = − −  ，而 , ( 1,1)a b − ，即 2 2, [0,1)a b  ， 

所以 2 2( )1 1( 0)a b− −  恒成立，故 2 1 1 2 2 2a b ab+ − −  + 得证..………………10 分 

备注：此题可用其它方法证明 
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